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Назначение разработки
	Цель
	Содействие развитию профессиональной (предметной) компетентности учителей математики – формирование конкретных знаний, умений и навыков в области построения графиков функций





Функции и их свойства. Графики функций (ОГЭ)
	№
	СТРУКТУРНЫЕ КОМПОНЕНТЫ КОНСУЛЬТИРОВАНИЯ
	СОДЕРЖАНИЕ

	1
	Ключевые слова
	Функция, кусочная функция, аргумент, значение функции, график, абсцисса, ордината 

	2
	Аннотация к содержанию консультации
	Содержание консультации раскрывает опыт работы учителя математики по формированию и развитию у обучающихся умений строить графики функций и выполнять задания с параметром, используя построенный график. В консультации приведены различные примеры решений таких заданий

	3
	Запрос на консультирование
	Как научить учащихся строить графики кусочных функций и использовать графики для выполнения заданий с параметром?





	Функцией называют такую зависимость переменной y от переменной x, при которой каждому значению переменной x соответствует единственное значение переменной y.
При этом переменная x называется аргументом функции или независимой переменной, множество X называется областью определения функции, а элемент y – значением функции в точке x. Множество всех возможных значений функции называется её областью значений.
Графиком функции называется множество всех точек координатной плоскости, абсциссы которых равны значениям аргумента, а ординаты – соответствующим значениям функции.
Графики элементарных функций
1. Прямая пропорциональность y = kx, k≠0.
D(y)= (-∞; +∞),        Е(y)= (-∞; +∞)
[image: C:\Users\USER\Desktop\загруженное.png]k<0
k>0

2. Линейная функция y=kx+b, где k, b – некоторые числа.
D(y)= (-∞; +∞),       Е(y)= (-∞; +∞)  
[image: C:\Users\USER\Desktop\загруженное1.png]k=0
k<0
k>0

3. Квадратичная функция y=ax2, a≠0.
[image: C:\Users\USER\Desktop\загруженное3.png]а <0
а >0

D(y)= (-∞; +∞), Е(y)= [0; +∞) при a>0, Е(y)= (-∞; 0] при a<0     
4. y=ax3, a≠0.
[image: загруженное4]а <0
а >0


D(y)= (–∞; +∞), Е(y)= (–∞; +∞)  
5. Обратная пропорциональность y=, k≠0.
[image: 5]k<0
k>0

D(y)= (-∞; 0)  (0; +∞), Е(y)= (-∞; 0) (0; +∞)       
6. y= 
[image: загруженное6]
D(y)= [0; +∞),   Е(y)= [0; +∞)
7. y= |x|
[image: загруженное7]
D(y)= (-∞; +∞),  Е(y)= [0; +∞)
Кусочно-заданная функция (кусочная функция) – это функция, которая на разных промежутках числовой прямой задана разными формулами. Другими словами, на различных участках числовой прямой функция ведет себя по разным законам. То есть, графики кусочных функций выглядят как «франкенштейны» –разные части берут у разных функций и «слепляют» вместе. Таких промежутков может быть два и более. Точки, в которых происходит переход от одной формулы к другой – граничные точки. При построении графика кусочной функции на каждом из промежутков строят отдельный график.
Как построить графики кусочных функций?
Очень просто. Нужно каждый кусочек функции построить на выделенном для него участке, «не залезая» на соседние. При этом не важно каким именно способом строятся эти кусочки – можно с помощью элементарных преобразований, можно по точкам. Рассмотрим примеры.
Пример 1. Построить график кусочной функции 
Решение.
1) Построим график первой функции на области x ϵ(−∞;−1]. Для этого найдем несколько точек из этого промежутка, одна из которых – граничная точка промежутка: x=−1.
	x
	−1
	−2
	−5

	y
	5
	2,5
	1


Отметим их на координатной плоскости:
[image: точки на координатной плоскости]
у =−   – графиком служит гипербола, с учетом этого соединим полученные точки. Главное – не перечертить график за точку (−1;5).
[image: соединяем точки]
2) Построим график второй функции на промежутке (−1;∞). 
Для начала проверим «состыкуются» ли графики, для чего найдем значение функции y = x2 − 4x в точке −1:
y(−1) = (−1)2 − 4∙(−1) = 1 + 4 = 5 – значение такое же, как у первой функции, значит, графики «состыкуются».
у = x2 − 4x – квадратичная функция, график этой функции – парабола с ветвями вверх. Чтобы её построить найдем координаты вершины параболы:
xв=−;   хв =2
yв=22−4∙2=4−8=−4.
Отметим эту точку на координатной плоскости и проведем через неё ось симметрии параболы.
Найдем значение функции в точках 1 и 0:
y(1) = 12 − 4∙1 = 1 – 4 = −3
y(0) = 02 − 4∙0 = 0
Отметим точки (1;−3), (0;0) и симметричные им точки на координатной плоскости.
[image: добавляем точек]
Соединим первый график и получившиеся точки, проведя линию.
[image: кусочная функция 9.png]
Готово. График кусочной функции построен.
Как не должен выглядеть график кусочной функции:
[image: как не должна выглядеть кусочная функция]
На рисунке выше парабола «заехала» на территорию гиперболы, а гипербола «заехала» на территорию параболы, чего быть не должно! У каждого кусочка – своя территория.
Пример 2. Постройте график функции
[image: https://oge.sdamgia.ru/formula/2b/2bc65758c5a081b523773c67d9619e31p.png]
и определите, при каких значениях прямая у=с имеет с графиком ровно две общие точки.
Решение.
График функции состоит из двух лучей и отрезка. Построение графика не приведено. Ход рассуждений при построении графика аналогичен ходу рассуждений при построении предыдущего графика.
[image: https://math-oge.sdamgia.ru/get_file?id=13288&png=1]
 
На рисунке видно, что график имеет ровно две общие точки с горизонтальными прямыми у = –2 и у = 1.
Ответ: 1; −2.
Пример 3. Постройте график функции
[image: ]
и определите, при каких значениях m прямая  у = m имеет с графиком ровно две общие точки.
Решение.
Результат построения графика функции представлен ниже.
[image: ]
Из рисунка видно, что прямая у = m имеет с графиком функции ровно две общие точки при m равном −1,5; 0.
Ответ: −1,5; 0.
Обе функции, задающие функцию на разных промежутках – линейные. Такая функция называется кусочно-линейной.

Кусочная функция с разрывом
В рассмотренном выше примере функция не имела разрыва в граничной точке (то есть, значения функции при x = 3, x = 4 были одинаковы и слева, и справа). Но так бывает не всегда.
Пример 4. Постройте график функции
[image: \[1)y = \left\{ \begin{array}{l} 5x - 2,\underline {} npu\_x < 2,\\ 9 - 4x,\underline {} npu\_x \ge 2. \end{array} \right.\]]
График без подробных рассуждений представлен на рисунке ниже.
[image: загруженное (1)]
Числовая прямая разбита на два промежутка. Граничная точка: x = 2.
Пример 5. Постройте график функции
Данная функция имеет разрыв в точке 0, т.к. значения «кусочков» этой функции в граничной точке 0 не совпадают: при x=0 в первом «кусочке» у = 1 (y(0) = 0 + 1 = 1), при x = 0 во втором «кусочке» у = 3 (y(0) = −02 + 2∙0 + 3 = 3).
На графике данной функции это выглядит так:
[image: 2]

Заметим, что x = 0 включен в область определения второй части функции (т.к. она определена для «икс больше или равного нулю»), но х = 0 не включён в область определения первой части функции (так как «икс строго меньше нуля»). Поэтому точку параболы с абсциссой 0 мы закрашиваем, а точку прямой с абсциссой 0 – выкалываем.
Далее разберем на конкретных примерах, как строить такие графики.
Пример 6. Постройте график функции

Определите, при каких значениях m прямая y = m имеет с графиком ровно две общие точки.
На рисунке ниже представлен график данной функции без приведения необходимых рассуждений для построения графика.
[image: ]
Ответ: m.

Квадратичная функция. Модуль
Пример 7. Постройте график функции y = |x – 2| – |x + 1| + x – 2 и найдите значения m, при которых прямая y = m имеет с ним ровно две общие точки.
Решение.
Раскроем модули:
 y = |x – 2| – |x + 1|+ x – 2 


Получаем, что график данной функции совпадает с прямой y = x + 1 при  совпадает с прямой y = –x – 1 при  и совпадает с прямой y = x – 5 при.
На рисунке ниже представлен график данной функции без приведения необходимых рассуждений для построения графика.
[image: ]
Прямаяy = m имеет с графиком данной функции ровно две общие точки при m = –3; m = 0.
Ответ: m = –3; m = 0.
Пример 8. Постройте график функции и найдите все значения m, при которых он имеет ровно три общие точки с прямой y=m.
Решение.
Раскроем модуль:



На рисунке ниже представлен график данной функции без приведения необходимых рассуждений для построения графика.
[image: ]
Прямая y=m имеет с построенным графиком ровно три общие точки при m=3 и m=4.
 Ответ: m = 3; m = 4.
Пример 9. Постройте график функции . Какое наибольшее число общих точек график данной функции может иметь с прямой, параллельной оси абсцисс?
Решение.
График данной функции получается из параболы , причем та часть ее, которая расположена ниже оси Ох, отображается симметрично относительно этой оси.
Полученный график изображён на рисунке без приведения необходимых рассуждений для построения графика .
Прямая, параллельная оси абсцисс задаётся формулой y=m, где m – постоянная. Из рисунка видно, что прямая y=m может иметь с графиком функции не более четырёх общих точек.
[image: ]
Ответ: 4.
Пример 10. Постройте график функции и найдите все значения a, при которых прямая y = a не имеет с графиком данной функции общих точек.
Решение.
Найдём область определения функции:


Поскольку , получаем, что на области определения функция принимает вид . График данной функции изображён на рисунке ниже без приведения необходимых рассуждений для построения графика.
[image: ]
Прямая у = а не имеет с графиком данной функции общих точек при .
Ответ: .

Обратная пропорциональность
Пример 11. Постройте график функции и определите, при каких значениях k прямая y = kx не будет иметь с построенным графиком ни одной общей точки.
Решение.
Преобразуем выражение:   при .
Значит, нам надо построить график функции, если.
Построим ветвь гиперболы при x> 0 и удалим точку. Затем построим вторую часть графикаданной функции, которая будет симметрична первой относительно оси ординат.
[image: ]
По рисунку видно, что прямая y = kx не имеет с построенным графиком общих точек, если она горизонтальна либо проходит через одну из удаленных точек  или . Этим случаям соответствуют значения k = 0,  и .
Ответ:0, , .
Пример 12. Постройте график функции и найдите все значения k, при которых прямая y = kx имеет с графиком данной функции ровно одну общую точку.
Решение.
Найдем область определения функции:.
Поскольку , то нам надо построить график функции, если . График данной функции изображён на рисунке ниже без приведения необходимых рассуждений для построения графика.
[image: ]
Прямая y = kx имеет с графиком данной функции ровно одну общую точку при.
 Ответ: .
Пример 13. Постройте график функции. Определите, при каких значениях k прямая y = kx не имеет с графиком общих точек.
Решение.
Преобразуем выражение: . Таким образом, нам надо построить график функции  , если  и . График данной функции изображён на рисунке ниже без приведения необходимых рассуждений для построения графика.
[image: ]
Прямая y = kx не имеет с графиком ни одной общей точки, если она совпадает с осью Ox или если она проходит через точку или через точку. Получаем, что k = −6,25, k = 0, k = 6,25.
 Ответ: −6,25; 0; 6,25.

	Список литературы и других источников по теме
	1) https://rosuchebnik.ru/material/ege-2020-po-matematike-postroenie-i-rabota-sgrafikami/?utm_campaign=email_sendsay_digest_maths_march_20&utm_medium=email&utm_source=Sendsay – ЕГЭ-2020 по математике. Построение и работа с графиками
2) https://0cedbb3a-79c0-4254-9ce9-bd397cc185be.filesusr.com/ugd/3fbc02_349c360af66340deb1bb9e7f712d7a31.pdf   – Сайт Е. А. Ширяева (www.time4math.ru)  «Функции и их свойства. Графики функций».  
3) http://cos-cos.ru/upload/iblock/59c/59c13b62e2155ea205e20303073c5366.pdf- теоретический материал.
4)https://nsportal.ru/shkola/algebra/library/2016/11/02/prezentatsiya-grafik-kusochno-gladkoy-funktsii  – Примеры графиков кусочно-гладких функций
5) http://www.algebraclass.ru/kusochno-zadannaya-funkciya/ – справочная информация по алгебре.
6) https://www.mathway.com/ru/graph ; https://www.geogebra.org/3d – использованные при построении графиков программы

	Автор-составитель
	Салий Елена Викторовна, учитель математики МБОУ «Благовещенская СОШ №1 имени П.П. Корягина» Благовещенского района, тьютор Мобильной сети учителей математики



image4.png
b

o
& & N [ o
/





image5.png
—————;u/ o 5\5.———





image6.png
4
/
2
10 6 2 0| 10
2
4

-5





image7.png




image8.png
(0,0)





image9.png
(0,0)





image10.png
AY





image11.png
AY





image12.png




image13.png
2x+1, ecim x < 0,
y=<¢ —1,5x+1, ecm 0 <x < 2,

x—4, eca x > 2




image14.png




image15.png
x=3, ecm x <3,
={ —15x+4,5, eccm3<x<4,
1,5~ 7.5, ecomm x > 4.





image16.png
?® - 8 X

@y wx 1papucn [Pexm orpanuenno dymrinonansocrs] - Word
FomsposaMA. -

B H S O
AR | BCABA VDA PAMEDACTAWAL  CCON BACCHIN  PEUOWOMIAE AL
Supm . ; . i
iy oo fmertent iz )& & 2- | ] - 2 HL T nasepors, assetorr, AaBGB AaBGB. AaB6Br Acsose. AAD assoosr Aosesre Aosesere Acsasr: AsoBelr Asagers oI |y
o stpeny | % K 4 v-a O 150 . 3 B o B Hassne_ Mogaran. G segerenne G Crporst a2 B 5N v
e L me Lo e R SFR— -
J TV r - B

)

M
>
1
=

e
M





image17.png
br — 2, npur < 2,
ly = { 9 — 4z, npuz > 2.




image18.png
15

10

20

-15

20




image19.png




image20.png
EHS O -
v | scus e

ynkunn w we rpadnkn [Pexuna orpanusennoii byrkunonansrocy] - Word
PASMETKA CTPAHWUBI  CCHIKN

? B -
PACCHIKN  PELEHS/POBAHIE A Fomaposa MA. -
Buipesams G T ol & A A | s || #Hawm -
) fa omsporors A A & AcBoBerr, Acsoserr, AaBGB AaB6B. AabGBi dassrer. AAD nasoser acsossre acsomere acsonr: Assomerm Acsomere Assome | g o
Betasums KK M- x, X w - - = - - - T O6biunbiil TBes nhte... 3aronoso.. 3aronoso.. 3aronoso.. 3aronoso. Hassanme [Mogsaron.. Cnaboes.. Beigenenme Cunbroe. Crporwii wrata2  BoigenenH... || N
" % Gopuar o obpasuy 4 - x x -4 =- | &-8 - A P U a = Bugenim -
Bydep obmena ] Wpngt -~ G A63au. & _ _ (o0

5 Pegaktuposane

OtBet: me (—2;—1,5) U {-0,5}.

CIPAHULATOV3 18 4NCHO CTOB 1326 (% PYCCKWiA

£ Bseure 3pecs TekcT ans novcka

DR




image21.png
EHS O -
ZN wenan | oA avsaiH

by ix rpacuki [Peskinm orpanmsenioit dywkuonansHocTy] - Word
PA3METKA CTPAHWLIBI CChUTKN PACCHIKA PELIEH3MPOBAHME
iy Ko

? @ - x
Conporers TmesNewR-[12 [ A A (A2 8 AL 9| nasoserr, Asscesrt, AaBGB AaB6B. AaB6B: dasoser AAQAD assoeer acsoser: acsesers aascosr: masomerr, Acsoser: AcsGser: ;‘:;:::L:M;
B"ajm‘\.mwmwﬁpaw KK Y- amex, X - A- r - Hi v |1 06smmsiii TBes wrte... 3aronoso.. 3aronoso.. 3aronoso.. 3aronoso.. Hassawme [Mogsaron.. Cnaboes.. Boigenerwe Cwnbnoe.. Crporwii  Lwmata2  Beigenewn.. < [N —
Eydep o6mera ) Wpnet ] As3ay ) _ Cram T PepakTiposanme ~
Ha pucyHKke HIDKE IIpeACTaB/ICH Ipa(puK JaHHON (PYHKIIMH O€3 IIPUBEACHH HEOOXOANMBIX
paccyXIeHnH U IOCTPOCHNUS IrpaduKa.

y=m
Ipsimast y = m uMeeT ¢ rpadhuKOM JaHHOW (GYHKIMU POBHO JBe ofmme Touku mpu 7 = -3
wm M =0,

Orper: m=—3, m=0,

h I PUREIESUR © D B (USRI S RN R ——

vw— v Qv IN_ U W
£ Bseure 3pecs TekcT ans novcka





image22.png
ynkunn w we rpadnkn [Pexuna orpanusennoii byrkunonansrocy] - Word

BCTABKA  [M3AVIH  PASMETKA CTPAHMLLK 1A

CChKkv

PACCHIK  PELEH3IPOBAHIE

e
o
i

" ¥ Gopuar no oGpy

TmesNewR-[11 <A A7

A
Al | napeserr, ass6Ber, AaBGB AaB6B. Aab6Bi Aaseser. AAAD ass6ser acsoser: aassBerz Aascser: AaESBar, Aas6Ber:
= b-m-
= i

Az 5

Konuposars

KK 4 - x, X T06ue 165 wire.. 3aronoso.. 3aronoso.. 3aronoso.. 3aronoso.. Hassawne [Mogsaron.. Craboes.. Bogenciwe Cwmroe.. Crporwh  Lmara2

Byep osmena 5 wpngr r. Crumn

paccyKIeHHUH UL HOCTPOSHNUS TpadHKa.

? @3 -
Fonuaposa MA. -

s Haiirn ~

25c 3amenuTe.

AoB6Ber:

Bugenente 5] 13 Bugenms -

5 Pegaktuposane

£ Bseure 3pecs TekcT ans novcka

10:47
18012021

73 q) pvc

8 x

DR




image23.png
@ H S

Gy 1 wx rpacpucn [Pexius orparetoi dynknoransroeTy] - Word
| BCTEKA EAH | PASNETACTANAB  CConkn

? @ -
PACCHIKA PELIEH3MPOBAHME Bna
[y Xooee Tmeten i [T | & Aar %

Konuposars

TonsaposaMA. -
[T — # Haiimn -
& Aas6Berr, Ass6Berr, AaBGB AaB6B. AaB6Bi Aassser. [AAD assoser acsoser: aasosers acseser: AabGBery, Acs6ger: Acsomer: | o
Beraoms . . WA = B i 166 e, 3aron0so0.. Jaronoso.. Jaronoso.. daronoso.. Hassamwe Mogsaron.. Craboes.. Bugenene Canmswoe.. Crporwi  Lwrara2 Bogenewi [3]
Y oot roatpuy | K K 873 % X ¥-A = O |70 TE 3 3 3 3 H Mogsaron.. Crsboes... Bt < Cop Uara2 B = X Bugeme
Sy0ep ober 5 woner 5 Assa 5 Crum | Pepacuposanme
~
4d4z-5
+4x—
25
y=m
OTBer: 4.

CIPAHULA 121315 4NCHO OB 1416 (% PYCCKWiA

£ Bseure 3pecs TekcT ans novcka

——
2005

E ) e 18.01.2021

DR




image24.png
EH S M CANMIA_OYHKUMM_TPAOVIKI9 kn - Word 7 = - x

T | Ao oA PAMEDACTANA MMM PACCI PO oM fovapsn i
P ™ g 8 i -
D g konuposars imes ~ Lk = Aas6Berr, Ass6Berr, AaBGB AaB6B. AaB6Bi Aassser. [AAD assoser acsoser: aasosers acseser: AabGBery, Acs6ger: Acsomer: | o
Beranime - c A-w-A- - i 166 e, 3aron0so0.. Jaronoso.. Jaronoso.. daronoso.. Hassamwe Mogsaron.. Craboes.. Bugenene Canmswoe.. Crporwi  Lwrara2 Bogenewi [3]
BT o oy K K H o R4 [ERIETY B 3 3 5 e Mogsaron.. Craboes.. Begenesse ey weny = | Enoui

Eydep obmena 5 Wpngr 5 Az 5 Crumn 5 Peaaktuposarue

DR

CIPAHMUAT3U3 15 SWCIO CMOB: 1429 [[%  PYCCKWR g B -———4—+ 30

s 10:19
P Baeavre 3aecs Texcr ars noncka i 9 D) NG g0 [




image25.png
@ H S = CANMIA_ SYHKLV_TPABHKN9 xn - Word X
RIN o BCho  Moain  pAMEACTARA PACCHINN  PRGHIMPOBAHIAE B
) TmeNewh-[11 <& & Aa- A nasoser assoser, AaBGB AaB6B. Aab6B Acsser AAD nsssser acsasen acssser 1o AasBors, Acscser:
B o stpey X K 4w x X B %A = e aronons. Saows, Jonono Jroross. Hewe Togron. Crboes.. Suaerome Cumwos.  Crponeh U2
omst, s pontiv i § v ven Yy spras v e Toang | 1y, s aov s p U ST op 0

rpaduka JaHHON (QYHKIMHU, KOTOpast OyIeT CHMMETPUYHA I1€PBOM OTHOCUTENILHO OCH OpJIHHAT.
*

- 4 y=0x

TTo puCyHKY BHJIHO, 4TO IIpsiMasi J = kx He UMeeT C IIOCTPOCHHBIM IpadHKOM OOIIUX TOUeK, ec
1 1
rOpU3OHTAIbHA J1UG0 TIPOXOJUT Uepe3 OHy M3 yAaleHHbIX Touek (4; ) nm (—4; :). DTHM C..





image26.png
B HS 0= CANMIA_OYHKUMM_TPAOVIKI9 kn - Word 7 = - x
T | Ao oA PAMEDACTANA MMM PACCI PO oM P
¥, Bupesars - o B R E— Y
ﬁ B Konmposars (Catoi,___-|T1 [ & & [Aar [ A AL 9| nasoserr, Asscesrt, AaBGB AaB6B. AaB6B: dasoser AAQAD assoeer acsoser: acsesers aascosr: masomerr, Acsoser: AcsGser: %5
Bernus KK 4w x A% A- = | &< - | |106us T5es wire.. 3aronoso.. Jaronoso.. Jaronoso.. Jaronoson. Hassanwe Tlogaron.. Craboes.. Bugenewwe Cunwoe. Crporwh  Umara2 Begenens [2]
" Gopuar no obpssy 4 A-¥-A = &-u s a s u a 15 Buigenus -
Sy0ep obern 5 woner 5 Assa 5 Crumn | Pepacuposanme ~

CIPAHULAT4 V315 4NCO CTOB: 1485 (% wii —————+ um

1050
P Baeavre 3aecs Texcr ars noncka D) NG g0




image27.png
@ H S O - CATIAR_SYHKLIMTPABHIKI9 xn - Word

BB WGAH  PASMETACAMAU  CCHIKA  PACCHIKA  PEIGHIPOBAMME 844

T nasstasr, nssast; AaBGB AaB6B. AabGBI A

AasBors, Acscser:

soer, AQD assseer sasaser: aoseser:
Mogron.. Cr

[t A

KK mas ke

et 1
Thomme

XK M X A A

5 rer

[psmas y = kx He UMeeT ¢ rpadMKOM HH OIHO OBIIeH TOUKH, €CIIH OHA COBIANAET C OC
/N <\ /N <\

P Beeanre snece rexcr ara noncca




image1.png




image2.png
60

40

20

40

20

40

60

80





image3.png




